FURIJEOVI REDOVI - ZADACI (I deo)

Primer 1.

Funkciju y = |x| razviti u Furijeov red na intervalu [-7, 7]

Resenje:

Najpre ¢emo nacrtati sliku da se podsetimo kako izgleda ova funkcija...

y=-X y=x

-

y=/|
Ocigledno je funkcija parna ( grafik je simetrican u odnosu na y osu), pa koristimo formule:
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a,=—
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]E f(x)dx

a, _2 j f(x)cosnxdx ~ dokje b =0
7 0

f(x)z%a0 +Zan COS nx

n=1

Dalje trazimo:



s

a, =£.[f(x)cosnxdx:an =£jxcosnxdx:
7[0 7[0

Ovaj integral ¢emo resiti uz pomo¢ parcijalne integracije, izvu¢imo ga na stranu , bez granica:

x=u cosnxdx=dv
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Sad mu stavimo granicu:
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Onda je :
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a, = z.[f(x) cos nxdx = (cosnmr—1)= (cosnm—1)
T 0

3 |

2
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Naravno da n uzima vrednosti 1,2,3...
Izraz cosnz neizmeni¢no ima vrednosti :

zan=I je cosr=-1
zan=2 je cosz=1
zan=3 je cosr=-1
zan=4 je cosz=1
itd.

Dakle , vazi da je |cosnz =(—1)"
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Ondaje a, =

Ako je n paran broj , imamo: a,, = %((—1)2” -1)=0
n

2 -4

2
(=2)= 7(2n—1)?

2 1) (D™ -D=

Ako je n neparan broj , imamo: a,, , = = _7r(2n _1y? ’



Vratimo se sada u formulu za razvoj:

4 1 -4 & cos(2n—1)x
f(x)_—a0+2a COSI’LX——E+Z(WJCOS(2VI—1)X:57T+7; (2]1—1)2
Dakle :

gl 4G ccos(2n-1)x
fe=pl=g7-22, Qn—1y
Primer 2.

Razviti u Furijeov red funkciju f(x)=sgnx uintervalu [-x, 7]
Resenje:

Najpre malo objasnjenje:

Funkcija sgnx se €ita signum od x ili po naski znak od x .

-1, zax<0

Onaje ustvari: sgnx=4 0, zax=0 pogledajmo sliku:

+1, zax>0
yA
1«
fa) »
V) X X
Ako je x# 0 onda imamo sgnx =
| i

Nama ova funkcija treba na intervalu [z, 7]:
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Ocigledno je data funkcija neparna, pa koristimo formule: b, = zj f(x)sin nxdx f(x)= an sin nx
7Ty =

b, :zjf(x)sinnxdxzzjsinnxdx:E(— cosnxj/ﬁzg(_cosmz + cosn-Oj:
Ty, Ty T n 0 ~x n n

=3(—ﬂ+%j= 21
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Opet ¢emo razlikovati parne i neparne clanove:

Za n paran broj je b, =0

2
Za nneparan brojieb, =—(1+)=—
P 136 D2n 72'(2}1—1)( ) r(2n-1)

Sada se vratimo u pocetnu formulu za razvoj i imamo:

S(x)= ibn sinnx = iLsin(zn_l)x :ii sin(2n—1)x
b

= r(2n—1) ~ 2n-1

n=1

4 & sin(2n—1)x
sgnx=—) —————
8 72',,221: 2n—1

Primer 3.

.. T, —n7<x<0
Funkciju f(x)={

razviti u trigonometrijski red.
x, 0Zx<rx¢

Resenje:

Najpre uo¢imo da je zadati interval [—z,7]. Znac¢i da ¢emo koristiti formule:
15 1% 17 .

a4, =— j F(x)dx a, =— j £(x)cos nxdx b =— j £ () sin nxdx
4 - T - 4 -

Pazite na jednu stvar: posto je funkcija zadata na ovaj na¢in moramo raditi 2 integrala, gde ¢emo kad su granice od

—r do 0 uzimati vrednost f{x) = x, a kad granice idu od 0 do 7 uzimamo f(x) = x
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17 17 17
a, :;_J;f(x)cosnxdx:7£/cosnxdx+;£xcosnxdx
0 Vg
= .[cosnxdx +ljxcosnxdx

- 7Z'0

Ovde imamo integral sa parcijalnom integracijom, pa ¢emo njegovu vrednost ( bez granica naci “na stranu”)

x=u cosnxdx=dv !

1 . xsinnx 1 ¢ .
Ixcosnxdx= 1. =x~—smnx—J‘—s1nnxdx= ——Is1nnxdx=
dc=du —sinnx=v n n n n
n
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= +——cosnx = +—cosnx
n nn n n

Sad se vratimo u a, :
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it T, n -T T n n
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Dakle
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n

0, n=2k, k=0,1,2,3...

Jos da nadjemo :

V4 0 V4
b, =ljf(x)sinnxdx=lJ-ﬁsinnxderl.[xsinnxdx
T=:, s, 5y

0
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I ovde ¢emo najpre odraditi parcijalnu integraciju:

x=u sinnxdx=dv

. 1 xcosnx 1
Ixsmnxdx: 1 :—x-—cosnx+j—cosnxdx:— +—jcosnxdx:
dc=du —-—cosnx=v n n n n

n
xcosnx 11 . xcosnx 1 .
=— +——sinnx =|— +—5sinnx
n nn n n




Sada imamo:
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Sada moZemo zapisati i ceo razvoj:

f(x)= %ao + Z (a, cosnx+b, sinnx)
n=1

_3r 2Kcos(Zk+ D)) sinnx
S0=7 n; 2k +1) zl p

Ovaj red konvergira ka funkciji S koja se, po Dirihleovoj teoremi poklapa sa funkcijom f na intervalu:

[=7.0)U (0, 7] a kako f(x) ima prekid za x = 0 to je S(0) =L O=D*+/O+0) 7+0_7
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grafik pogledajte na slici:
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